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RESUMEN: El objetivo de este articulo es implementar y mostrar la aplicabilidad de una técnica numérica para
solucionar problemas de flujo confinado y no confinado que comidnmente se presentan en la ingenieria geotécnica. Esta
técnica, conocida como Sobre-relajaciones Sucesivas (SOR, Successive Overrelaxation), permite obtener soluciones
rapidas y precisas de problemas de flujo estacionario conociendo Unicamente las condiciones hidraulicas de frontera del
problema, su geometria y los parametros hidraulicos del suelo. Inicialmente, se proporciona un breve resumen sobre las
bases tedricas del método SOR. Se recuerda cémo la ecuacion de Laplace puede resolverse aplicando diferencias
finitas, y se muestra cdmo esta soluciéon puede modificarse convenientemente para convertirla en un método iterativo
(SOR) que permite resolver problemas de flujo de agua confinado y no confinado. Posteriormente, se demuestra la
aplicabilidad de la técnica SOR mediante la solucion de varios ejemplos practicos de flujo de agua. Se sugiere una
metodologia, por medio de hojas de calculo, para optimar el tiempo de andlisis y obtener soluciones con una
aproximacion adecuada para fines practicos. Finalmente, se presentan comentarios sobre los célculos realizados y las
soluciones obtenidas, remarcando las ventajas y precauciones que deben tenerse en cuenta al aplicar el método
numérico de Sobre-relajaciones Sucesivas.

ABSTRACT: The aim of this paper is implementing and showing the applicability of a numerical technique to solve
confined and unconfined water flow problems that commonly appear in geotechnical engineering. This technique, known
as the Successive Overrelaxation (SOR), allows obtaining precise and quick solutions of steady-state flow problems only
knowing the boundary hydraulic conditions, the geometry of the problem and the hydraulic soil parameters. Initially, a
short summary about the theoretical basis of the SOR method is provided. Is reminded how the Laplace’s equation can
be solved applying finite differences, and it is shown how this solution can be conveniently modified to turn it into an
iterative method (SOR) that allows solving confined and unconfined water flow problems. Afterward, the applicability of
the SOR method by means of the solution of several practical water flow examples is demonstrated. A methodology,
through spreadsheets, to optimize the analysis time and obtain solutions with an adequate approximation for practical
purposes is suggested. Finally, comments about the calculations and obtained results are presented, remarking the
advantages and precautions that need to be considered when this numerical method of Successive Overrelaxation is
applied.

1 INTRODUCCION

El método de Sobre-relajaciones Sucesivas
(Successive Overrelaxation, SOR) es una técnica
numeérica poderosa y relativamente simple, con la
cual, es posible resolver problemas de flujo de agua.
Una de sus ventajas es que puede implementarse
facilmente en hojas de célculo, resultando un método
de analisis ilustrativo, practico y al alcance de
cualquier ingeniero geotecnista, porque no requiere
del uso de sofisticados programas comerciales.

Para solucionar un problema de flujo de agua en
un medio poroso mediante el método SOR, basta
con conocer la geometria del problema (dimensiones
y estratos), las condiciones hidraulicas de frontera
(usualmente niveles de aguas arriba y de aguas

abajo), y los pardmetros hidraulicos de los materiales
(permeabilidades) del dominio de interés.

El método SOR se deriva del método clasico de
relajaciones (Southwell, 1940), que resuelve la
ecuacion de Laplace en un punto (nodo) en particular
con relacion a los puntos en su entorno mediante
una ecuacion algebraica de diferencias finitas.
Debido a que esta ecuacién establece el
cumplimiento de la Ley de Continuidad de flujo y de
la Ley de Darcy, entonces, con su solucion se
obtiene la solucion de la ecuacién de Laplace en un
punto determinado. De esta manera, si dicha
ecuacion se aplica a un gran nimero de puntos
ubicados en la regién de interés, problemas como el
flujo de agua bajo una tablestaca o bajo una presa
impermeable pueden ser resueltos de forma rapida y
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sencilla. El método puede extenderse a la solucién
de problemas con condiciones de frontera mas
complejas (medios anis6tropos, heterogéneos,
problemas de superficie libre, entre otros).

El método clasico de relajaciones consiste en
dibujar una malla cuadriculada en la region de flujo
(homogénea e isétropa), donde cada interseccion
representa un nodo. En aquellos nodos donde se
desea calcular la carga o potencial hidraulico h se
deben asignar valores aproximados de h, respetando
los potenciales h conocidos en las fronteras de flujo.
Los valores que se asignan en los nodos, pueden ser
cero o el resultado de una estimacion razonable, en
este Ultimo caso, deben estar comprendidos entre
los valores de frontera (que generalmente
corresponden a los niveles de aguas arriba y aguas
abajo del problema que se trate). Una forma de
verificar que los potenciales h establecidos en los
nodos son correctos, es mediante la técnica del
residuo (Juarez-Badillo y Rico, 1972), la cual,
consiste en obtener la diferencia de carga hidraulica
entre un nodo central y los nodos que lo rodean. Si
esta diferencia es igual a cero en todos los nodos,
entonces los valores de h impuestos son correctos,
en caso contrario, resulta necesario modificarlos
tantas veces hasta que el residuo en todos los nodos
sea cero, lo cual, indica el cumplimiento de la
ecuacion de Laplace en el dominio de estudio, y por
tanto, que el problema de flujo estd resuelto. Una
desventaja del método de relajaciones es que se
fundamenta en asignar valores arbitrarios en los
nodos de la malla de estudio, ocasionando que
dificiilmente en una primera etapa de calculo los
residuos en los nodos sean cero, por lo que,
generalmente resultan necesarias etapas adicionales
de reasignacion de valores, haciendo que el método
se vuelva largo y laborioso para fines practicos.

Mediante la técnica SOR (Young, 1950), que
constituye una mejoria del método clasico de
relajaciones, el proceso de refinamiento del residuo
en los nodos se vuelve automético a través de toda
la reticula, debido a que utiliza el método iterativo de
Gauss-Seidel, con el que es posible obtener residuos
de cero o practicamente cero en todos los nodos,
permitiendo solucionar problemas de flujo de agua
con relativa rapidez y sencillez (Allen, 1954,
Finnemore, 1968). Adicionalmente, una ventaja muy
importante del método SOR es que permite la
solucibn de los denominados problemas de
superficie libre (o de flujo no confinado), en los que
se debe determinar la posicién de la superficie libre
(fredtica) como parte de la solucion del problema.
Para este tipo de problemas se han desarrollado
otras mejoras al método SOR: a) Solucién de
Baiocchi (1971), y b) Método de la de Presion
Extendida (Brezis et al., 1978, Bardet y Tobita,
2002). El primero, permite determinar la posicién de
la superficie freética (linea de corriente superior para
flujo establecido) en un medio homogéneo, y el

segundo, ayuda a establecer esta linea tanto en
medios homogéneos como heterogéneos.

A continuacion, se recuerda como la ecuacion de
Laplace puede resolverse por medio de series de
Taylor para llegar al método clasico de relajaciones.
Posteriormente, se exponen los fundamentos
tedricos de la técnica de Sobre-relajaciones
Sucesivas (SOR) y del método de la Presion
Extendida. Después, con la ayuda de varios
ejemplos précticos, se explica cémo deben aplicarse
estos métodos. Finalmente, se presentan
comentarios sobre los problemas resueltos y las
soluciones obtenidas, remarcando las ventajas y
precauciones que deben tenerse en cuenta al
emplear la técnica SOR.

2 FUNDAMENTOS TEORICOS
2.1 Meétodo clasico de relajaciones

La ecuacion de Laplace, definida como:

2 2
Lol A Y ()
oy oX
donde: &(x,y,z) = funcién de potencial hidraulico,
generalmente puede resolverse de forma analitica
cuando el problema de flujo y sus condiciones de
frontera son muy sencillas, lo cual, no ocurre en la
realidad. Por este motivo, cominmente se utilizan
soluciones aproximadas obtenidas por ejemplo con:
redes de flujo, elementos finitos, diferencias finitas,
métodos iterativos, modelos fisicos de laboratorio,
modelos analdgicos, entre otros.

En este articulo, la solucién de la ecuacién de
Laplace se determina aplicando series de Taylor a la
funcién de potencial hidraulico ¢, derivando primero
con respecto a X (Mitchell y Griffiths, 1980):

¢ 10%9 2
Biogi = Bi i + =2 AXq + 2= —— AXq] @)
HL] 7T ax 21 52
o -—(])--—@AX _,_iﬁsz A3)
PR ox T2 T 21 52 T2

Las ecuaciones (2) y (3) representan la variacion
de la magnitud de la funcién de potencial hidraulico
en la direccion X de un punto ¢ij con relacién a dos
puntos ¢i-1j Y ¢i+1j Separados una distancia Ax1 y Axa,
respectivamente. Sumando las ecuaciones (2) y (3),
y considerando ademas que Axi = Axz, se obtiene:

2
% = A—12(¢i—1,j +pi1j — 20i5) )

De forma similar, es posible determinar la
derivada parcial de la ecuacion de Laplace con
respectoa:
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2
% = A%(d)i,jfl + i1 — 20;5) (5)
y

Sustituyendo las expresiones (4) y (5) en la
ecuacion (1), y despejando ¢ij, se llega a:
Bt it % (¢i+lj + ¢i—:Lj)

hi = 2(1+ xz) ©

donde: A2 = A@IA2.

La ecuacion (6) es la aproximacién a la solucion
de la ecuacion de Laplace en el punto ¢i; del dominio
de flujo, la cual, esta en funcién de los puntos ¢ij+1,
dij1, oivrj Y ¢i1j que estan a su alrededor, y se
conoce como la ecuacion basica del método clasico
de relajaciones. De manera analoga, es posible
obtener la solucion de la ecuacién de Laplace
expresada en términos de diferencias finitas para
puntos ubicados en distintas fronteras de flujo dentro
del problema de estudio. Algunas de las soluciones
MAs comunes son:

1
B) ¢i,'+ +¢i,'— + iy
N IS R Y o

drjoa + (b + i) (2
bij = = ( 112 lj)(Z) (8)

o, = (%)(‘bi,jﬂ + ¢il;') + 01 + it o

La ecuacion (7) representa la solucidn aproximada
de la ecuacién de Laplace de un nodo ubicado en
una frontera vertical impermeable, la ecuacion (8) se
refiere a un nodo ubicado en una frontera horizontal
impermeable, y la ecuacién (9) corresponde a un
nodo ubicado en una esquina exterior impermeable.

2.2 Método de Sobre-relajaciones Sucesivas
(Successive Overrelaxation, SOR)

El método de Sobre-relajaciones Sucesivas utiliza el
método iterativo de Gauss-Seidel, permitiendo que
las ecuaciones generales del método clasico de
relajaciones se resuelvan ciclicamente sin la
necesidad de introducir manualmente valores de la
funcion de potencial hidraulico ¢. Esta técnica
considera adicionalmente un factor de relajacion o
que ayuda a que el método converja mas
rapidamente (Young, 1950). Para obtener las
ecuaciones generales del método SOR, se debe
proseguir como se indica a continuaciéon (Young,
1950, Wang y Anderson, 1982).

Se considera el residuo resultante ¢ después de
dos iteraciones de Gauss-Seidel en un mismo nodo:

m+1 m
C=(|)-- — d’i,j

ij (10)

donde: m = ndmero de iteracion; ¢™M; = valor de la
funcion de potencial en el nodo i,j en la iteraciéon m; y
é™*1i; = valor de la funcion de potencial en el nodo i,j
en la iteracion m+1.

Despejando ¢™*1j de la ecuacion (10):

¢ijm+l (12)

:¢i’jm+ot C

donde: o = factor de relajaciébn. El factor de
relajacion debe estar comprendido en el rango
1 < a < 2, de lo contrario el método tardara en
converger o simplemente no lo hara. Se recomienda
utilizar a=1.7 para una convergencia rapida (Salmasi
y Azamathulla, 2013).

Finalmente, si se sustituye la ecuacion (6) en la
ecuacion (10), y a su vez, en la ecuacion (11), se
obtiene la expresion (12), que constituye la ecuacion
basica del método SOR que se muestra en la Tabla
1 (Wang y Anderson, 1982). Al igual que en el
método clasico de relajaciones, existen expresiones
especificas en funcion de la ubicacion del nodo y
para distintas fronteras de flujo, las méas usuales se
resumen en la Tabla 1.

Tabla 1. Ecuaciones basicas para la aplicacion del método de Sobre-relajaciones Sucesivas (SOR).

Ubicacién del nodo Esquema Ecuacion No.
m m+1 2(,.m m+1
M _ g o Gt ot A (¢i+lj +ig )
Central (interior) Pij =(@- OL)(I)U o 2(l+ ;LZ) (12)
m+l _ (4 m+1 o m m+1 2, m+1
Frontera horizontal ¢i,j = (1 OL)q)l,l + (1422 [(¢|+lj + ¢I—1J )+ 22 (I)',J—l] (13)
impermeable ( + )
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Continuacion Tabla 1. Ecuaciones bésicas para la aplicacion del método de Sobre-relajaciones Sucesivas (SOR).

Ubicacién del nodo Esquema Ecuacion No.

Frontera vertical
impermeable

oM = (1- o) o+ ﬁ[(dﬂﬂ +omt ) + 2074007 ] (14)

22 (2¢[?f11 + ¢{?+1) + (2¢iTlJ' 4] )

Vértice exterior ¢ij =(1- Ot)(I)ir? +a > (15)
’ ’ 3(1+2)
1)\ m+l | m+l m+1 m
i6n verti (1+ Y)(§)(¢i, 1+ ijo1 ) o1 Y
Interseccion vertical o m+l @a-a) +&
entre dos materiales con b b2 1+y (16)
distinta permeabilidad
Interseccion vertical
entre dos materiales con m+1 | ym+1 m
distintas o m+l _ (1- )M + & 1+ Y)4)i,j:rl + ¢HJ:1' +79is1 a7
permeabilidades y una L) - Lo 1+y
frontera horizontal
impermeable
1)\ m+l | m+l m+1 m
T (L+ Y)(g)(dﬁ—lj 4T} )+ ol e vl
Interseccion horizontal ¢_m+1 =(1-a)p" +&
entre dos materiales con b W2 1+y (18)
distinta permeabilidad
Interseccion horizontal Ml amad m
entre dos materiales con @+ Y)Ome T +oT + o
distinta permeabilidad y ¢i,jm+l =(1- oc)d){? +& WL T S (19)
una frontera vertical 2 l+y
impermeable
m m+1 2(,m m+1
I m o Gt ot A (¢i+1,j + 01 )
Vértice en una i =1-a)j +o > (20)
tablestaca 2 (1+ A )
Vértice interi m+1_1 m 1(,m+1 m
értice interior d)i,j =1- Cl)d)i,j + OLE ¢i,j—1 + ¢i+lj (21)
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En las ecuaciones anteriores de la Tabla 1, y es la
relacién de permeabilidades definida como y= ka/ka,
siendo ki la permeabilidad del material 1 y k2 la
permeabilidad del material 2.

2.3 Método de la Presion Extendida para resolver
problemas de superficie libre (flujo no confinado)

Las ecuaciones anteriores del método SOR (Tabla 1)
son aplicables al caso de problemas de flujo
confinado, donde las condiciones hidraulicas de
frontera son conocidas (agua—suelo infiltrado, suelo
infiltrado—suelo no infiltrado, suelo infiltrado—aire,
suelo infiltrado—suelo permeable no infiltrado; Marsal
y Reséndiz, 1968). En el caso de problemas de
superficie libre (flujo no confinado), las ecuaciones
anteriores no pueden aplicarse directamente, debido
a que la frontera suelo infiltrado—suelo permeable no
infiltrado (superficie libre) no se conoce inicialmente,
y debe determinarse previamente como parte de la
solucion.

En el caso de problemas de flujo no confinado en
medios homogéneos e isb6tropos, se han
desarrollado diversas soluciones analiticas vy
técnicas numéricas para definir la posicion de la
linea de superficie libre o linea freatica (Dupuit, 1863,
Kozeny, 1931, Cryer, 1970, Baiocchi, 1971). Las
soluciones para medios heterogéneos son menos
comunes. El método de la Presion Extendida
fundamentado en la técnica SOR (Brezis et al., 1978;
Bardet y Tobita, 2002) permite definir la posicion de
la superficie libre cuando el medio esta compuesto

por mas de un material con distintas
permeabilidades (medios heterogéneos).

El método de la Presion Extendida asume como
incognita la presion hidrostatica p, en lugar de utilizar
la funcion de potencial hidraulico ¢ (como se
considera en el método clasico de relajaciones y en
SOR), modificando la ley de Darcy de la siguiente
forma:

v'=—k-[grad(p) +H, (p) grad(y)] (22)
donde: v'= velocidad de flujo; p = presion
hidrostatica; y = carga o presion de posicion.
Adicionalmente:
1 sip2e
H = 23
.(p) {p,g Gip<s (23)
donde: ¢ = separaciébn Ay entre dos nodos en la
direccion Y.

La solucion de la ecuacion (22) puede expresarse
como una ecuacion lineal en términos de diferencias
finitas de forma similar a los casos presentados en la
Tabla 1 para el método SOR, solo que en la técnica
de la Presion Extendida se incluye la funcion He(p)
(Bardet y Tobita, 2002). De esta manera, en la Tabla
2 se proporciona la aproximacion de la solucién de la
ecuacion de Laplace para distintas ubicaciones
usuales de nodos en problemas de flujo no
confinado (superficie libre) aplicando el método de la
Presion Extendida.

Tabla 2. Ecuaciones béasicas para la aplicacion del método de la Presién Extendida.

Ubicacién del nodo Ecuacion No.
m m+1 m m+1
Central (interior) — mom (24)
AlH Pij *Pij1 | H Pij  *Pij+1
yite 2 € 2
. A

Frontera horizontal m+1 _ m 1 m+1l , .m m+1 y
impermeable pj  =@-o)pij + Q(Z(ZPL j-1 * Pi1j +Pici] ) + 7} (25)

M+ _ 11— oo™ + Lo (20MmH 41 M+l om Y, o.M

P = ( Ot)p” + 2¢ Pi-1j +(1+ Y)(pu—l + p|,1+1) + 2101+
Interseccion vertical entre
dos materiales con distinta .m om+l mo,om (26)
permeabilidad A Pij *Pija| Pij +Pija
yie 2 € 2

Interseccién vertical entre Ml Ml m m Ml
dos materiales con distintas pi_ii + @A+ Y)Piisg + VPt pii +Piilq
permeabilidades y una p{?ﬂ =(1- OL)pir’Tj] T Y L) +AyH, U 27
frontera horizontal 2 l1+y 2
impermeable
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3 EJEMPLOS DE APLICACION

Para mostrar la aplicabilidad de las técnicas
anteriores, se resuelven inicialmente problemas de
fluyjp confinado con el método SOR, vy
posteriormente, problemas de flujo no confinado con
la técnica de la Presion Extendida. Las aplicaciones
se discuten de forma breve con la finalidad de
abarcar distintos casos de analisis. Los lectores
interesados en mayores detalles sobre estas
técnicas pueden consultar la referencia Lopez-
Acosta y Gonzalez (2014).

3.1 Problemas de flujo confinado

3.1.1 Flujo en una excavacion en suelo homogéneo
e isétropo con dos tablestacas impermeables

Se estudia el flujo de agua en una excavacion con
dos tablestacas impermeables en el suelo
homogéneo e isétropo de la Figura 1. La diferencia
de carga hidraulica entre el nivel freatico (NAF) y el
fondo de la excavacion es AH = 6m, esto es, con
respecto a la frontera impermeable inferior, el NAF
se localiza a 19m, y el fondo de la excavacion a 13m.

15m
D S S T M
=)
3
- . .
: E
& §
4 Suelo permeable
7
Figura 1. Medio homogéneo e is6tropo con dos

tablestacas impermeables.

En la Figura 2 se muestra el arreglo esquematico
de los nodos de la malla con la que se representa la

zona de flujo. Aquéllos ubicados en la linea
horizontal que esta a 19m de Ila frontera
impermeable tienen una carga total hi=19m,

mientras que los nodos ubicados en la horizontal que
estd a 13m de la frontera impermeable, tienen una
carga total h=13m. En este problema, los nodos se
encuentran separados a distancias Ax = Ay = 0.5m.
Utilizando una hoja de célculo (Fig. 3), cada casilla
representa un nodo de la malla de estudio. Algunas
de estas casillas tienen valores fijos impuestos
(nodos de las fronteras hi y h2), mientras que otras
tienen asignadas (programadas) las ecuaciones del
método de Sobre-relajaciones Sucesivas (SOR) de
la Tabla 1, en funcion de la ubicacién del nodo

respectivo en la region de flujo. En este problema
aplican las ecuaciones para nodos: central (interior),
frontera impermeable horizontal, vértice de
tablestaca, frontera impermeable vertical (Tabla 1).

En la Figura 3 se proporcionan los potenciales
hidraulicos h obtenidos en la hoja de célculo
implementada para evaluar el flujo establecido en
este problema. Como se puede apreciar, el método
SOR permite obtener una solucién practicamente
exacta de este problema. Es posible crear un archivo
de datos con los valores calculados de h, y dibujar
curvas de isovalores que corresponden a las lineas
equipotenciales. Adicionalmente, si se implementan
expresiones analogas a las de la Tabla 1, es posible
calcular la funcién de corriente @ en los mismos
nodos de la malla de estudio (Fig. 2), los cuales, al
representarse como curvas de isovalores
corresponden a las lineas de flujo de este problema.
El dibujo por computadora de estas familias de
curvas ortogonales (lineas equipotenciales y de
flujo), constituyen la red de flujo que se muestra en la
Figura 4.

T el h e eve e
o he
/ /“"/v\‘“ N\

Figura 2. Arreglo esquelryryiétyi'(':"oﬂ de nodos en el dominio de’
estudio con dos tablestacas impermeables.

1
|
|
|
|
|
19 | 19 | 19 | 19 | 19 |
|
|
|
|
|

18 18 18 18 18 '

18 18 18 18 18 13 13 13 13 13 13 13 13
17 17 17 17 17 13 13 13 13 13 13 13 13
17 17 17 17 17 14 14 14 14 14 13 13 13
17 17 17 17 17 14 14 14 14 14 14 14 14
17 17 17 17 17 14 14 14 14 14 14 14 14
17 17 17 16 16 15 15 15 14 14 14 14 14
17 17 16 16 16 " 15 15 15 14 14 14 14

17 17 16 16 16 16 15 15 15 15 15 14 14
Figura 3. Resultados de h en la hoja de célculo empleada
para evaluar el flujo con el método SOR.
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| f

Figura 4. Solucion numérica con el método SOR del
problema de flujo de agua en el dominio con dos
tablestacas impermeables.

3.1.2 Flujo en un terraplén homogéneo e isétropo

Se evalla el flujo de agua a través del terraplén
homogéneo e isétropo que se ilustra en la Figura 5.
El problema se resuelve considerandolo como de
flujo confinado, asumiendo que el medio esta
saturado debido al efecto de lluvias constantes, y
que por tanto, la superficie del agua tiene valores
conocidos en la corona y en el talud del terraplén.
Las condiciones de frontera en este caso son: a)
agua-suelo infiltrado (corona del terraplén), b) suelo
infiltrado-aire (taludes del terraplén), y c) suelo

infiltrado-suelo impermeable (interfaz ~ suelo
impermeable-suelo permeable).
15m |
* & & & & & & » x
L 4 L 4 & *—& E
[T9]
L 2 L 2 09 0 0 9 0 & & L 2 L 4
e Y Suelo impermeable A

- 35m
Figura 5. Geometria y arreglo esqueméatico de nodos en
un terraplén homogéneo e isoétropo.

El andlisis se lleva a cabo con la técnica SOR,
considerando que el gasto que entra por la corona
del terraplén es igual al que sale dividido entre dos
en cada uno de los taludes del terraplén. En la
Figura 5 se muestra el arreglo esquematico de los
nodos de la malla con la que se estudia la zona de
flujo. En este problema se utilizan las ecuaciones
para nodos: central (interior) y frontera impermeable
horizontal de la Tabla 1. La corona y los taludes del
terraplén tienen potencial ¢ impuesto.

Al igual que en el inciso anterior, la solucion a este
problema se implementé en una hoja de calculo, que
permite obtener inicialmente los valores de los
potenciales hidraulicos ¢ que no se conocen en los
nodos de la malla empleada en el analisis, y
posteriormente, los valores de la funcion de corriente
y. El conjunto de resultados constituye la red de flujo

gue se muestra en la Figura 6. De la misma, se
aprecia que la técnica SOR permite obtener, de
forma muy sencilla y rapida, una red de flujo (por
computadora) con muy buena aproximacion para
fines préacticos.

Suelo impermeable

Figura 6. Solucién numérica mediante el método SOR del
problema de flujo en un terraplén homogéneo e isétropo.

3.1.3 Flujo en el suelo de cimentacion heterogéneo
debajo de una presa impermeable

En la Figura 7 se muestra una presa impermeable
cimentada sobre un suelo constituido por una serie
de estratos horizontales, y dos pantallas
impermeables como ahi se indica.

El andlisis del flujo de agua a través de la
cimentacion de esta presa se realiza con el método
SOR. En este caso, los nodos ubicados en la interfaz
de cada dos estratos estan regidos por la ecuacion
(18) de la Tabla 1. Expresiones para las otras
ubicaciones de nodos de este problema (central
interior, frontera horizontal impermeable, vértice en
una tablestaca, etc.) se consideran de la Tabla 1.

El problema se resuelve programando las
ecuaciones necesarias del método SOR en una hoja
de célculo, y siguiendo el mismo procedimiento que
se sefialé en los incisos anteriores: a) primero se
calculan los potenciales ¢, y b) posteriormente se
obtienen los valores de la funcién de corriente y. La
solucién numérica de este problema mediante una
red de flujo por computadora se proporciona en la
Figura 8. El dibujo a mano de una red de flujo resulta
relativamente sencillo en el caso de un medio
homogéneo e is6tropo, no asi, para un medio
heterogéneo. Se reconoce entonces, la utilidad,
rapidez y facilidad de aplicacion del método SOR en
la solucion de problemas de flujo de agua mas
complejos. Como ya se menciond antes, este
método puede igualmente extenderse al caso de
materiales anisotropos.

En todos los problemas aqui expuestos, también
es posible evaluar los gradientes hidraulicos, las
velocidades de flujo y el gasto con expresiones en
términos de diferencias finitas, fundamentadas en el
método SOR (LOpez-Acosta y Gonzalez, 2014),
similares a las empleadas en este articulo.
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Figura 7. Presa impermeable cimentada sobre un suelo con estratos de distintas permeabilidades.
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Figura 8. Solucién numérica con el método SOR al problema de flujo de agua en un suelo estratificado bajo una presa

impermeable.

3.2 Problema de flujo no confinado

Se estudia la presa de tierra que se muestra en la
Figura 9, la cual, estd constituida por cuatro
materiales: a) el primero (aguas arriba), se trata de
un relleno limo-arenoso, b) el segundo, en el nucleo
de la estructura, esta constituido por arcilla de baja
permeabilidad, c) el tercero (aguas abajo), es un
limo-arcilloso de permeabilidad media, y d) el dltimo
es un filtro (triangular) de arena de alta
permeabilidad. La presa esta conteniendo un tirante
de agua de 7.6m de altura en la parte de aguas
arriba. La relacion entre las permeabilidades del
primer material y el ndcleo es ko/ki = 0.01, mientras
gue la relacién de permeabilidad entre el material del
nucleo y el material de aguas abajo es ka/k2 = 10. El
cuarto material no se considera en los andlisis
debido a que tiene una permeabilidad alta (la presion
hidrostatica en este material es cero).

Por tratarse de un problema de superficie libre, la
soluciobn se obtiene en dos fases: a) Etapa 1:
aplicacion del método de la Presion Extendida (inciso

2.3) para determinar la posicion de la superficie
freatica, y b) Etapa 2: aplicacion del método SOR
para finalizar la solucion del problema como uno de
flujo confinado.

En la Figura 10 se muestra el arreglo esquematico
de los nodos dentro de la zona de flujo para resolver
el problema. En este caso, los nodos localizados en
el primer y segundo material tienen una separacion
Ax = 0.8m y Ay = 0.4m, mientras que los nodos
localizados en el ndcleo tienen una separacion de Ax
= 0.2m y Ay = 0.4m. En esta situacion se debe tener
en cuenta lo siguiente: 1) se puede utilizar una
separacion diferente en los nodos de las distintas
regiones de flujo, pero en la unidon de estas dos
regiones los nodos deben coincidir, 2) para
completar con nodos la regién de flujo, es necesario
considerar nodos fantasma (Wang y Anderson,
1982), a los cuales, se les debe asignar presion p=0
para que la linea de superficie libre (freatica) se
desarrolle correctamente, y 3) como en este caso la
incognita es la presiéon hidrostatica p, los nodos
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ubicados en las fronteras de flujo deben tener como
valor impuesto la presion hidrostéatica respectiva.

Una vez definida la linea de superficie libre
(freatica) con el método de la Presiéon Extendida, el
problema se resuelve como uno de flujo confinado,
siguiendo la metodologia y ecuaciones que se
indicaron para los problemas previos con el método

10m
7.6m
ok

SOR. En esta aplicacion también se implement6 una
hoja de célculo para el analisis. Los resultados
obtenidos de esta manera, permiten dibujar
numeéricamente la red de flujo que se muestra en la
Figura 11.

1.6m

15m

42m

Figura 9. Presa de materiales graduados, reteniendo un tirante de agua de 7.6m.

O Nodos fantasma con presién p=0

@ Nodos con las ecuacjones del método
de la Presion Extendida

Figura 10. Arreglo esquematico de los nodos dentro de la zona de flujo.

Figura 11. Solucion con el método de la Presion Extendida al problema de flujo de agua en la presa de materiales

graduados.

4 CONCLUSIONES

Se demostré que el método de Sobre-relajaciones
Sucesivas (SOR) es una técnica poderosa que,
mediante la resolucion numérica de ecuaciones de
diferencias finitas, a través de un proceso iterativo de
Gauss-Seidel, permite resolver problemas de flujo
confinado. Como una extension del método SOR se
implemento la técnica de la Presion Extendida a la
solucién de problemas de superficie libre (flujo no

confinado), resultando una buena alternativa para
determinar la posicién de la linea de superficie libre
de forma adecuada en un medio heterogéneo. Se
mostro que las ecuaciones del método SOR pueden
habilitarse facilmente con la ayuda de hojas de
calculo a la solucion de problemas de flujo con
complejidad variable, sin tener que recurrir a una
programacion mas sofisticada o al empleo de
software especializado, y que los resultados
obtenidos de esta manera en pequefios tiempos de
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célculo, son suficientemente precisos para fines
practicos. La aplicabilidad del método se expuso con
la solucion de variados problemas practicos, en los
que, especificamente se obtuvieron las redes de flujo
de forma numérica. En todos los problemas aqui
expuestos, también es posible evaluar los gradientes
hidraulicos, las velocidades de flujo y el gasto con
expresiones en términos de diferencias finitas,
fundamentadas en el método SOR (Lépez-Acosta y
Gonzalez, 2014), similares a las empleadas en este
articulo. De los andlisis efectuados, se observd que
al aplicar la técnica SOR es importante tanto en los
problemas de flujo confinado como no confinado,
seleccionar correctamente la separacion entre los
nodos de la malla con la que se modela la region de
flujo, ya que si éstos se encuentran muy separados,
la solucion puede resultar burda e imprecisa,
mientras que si el arreglo es pequefio, el tiempo de
célculo puede aumentar demasiado. Asi, en el caso
particular de las aplicaciones aqui expuestas, se
observo que en problemas de flujo confinado donde
el suelo de cimentacién es homogéneo e isétropo,
una separacion entre nodos en el rango de 0.3 a
0.5m proporciona  resultados con  buena
aproximacién, mientras que en problemas de flujo no
confinado, donde el material que compone la presa
de tierra es heterogéneo, una separacién de nodos
de no méas de 0.3m en alguna de sus direcciones es
adecuada para obtener resultados con suficiente
aproximacion préctica.
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